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Gegeben sei eine planparallele Atmosphäre, die aus drei
übereinanderliegenden horizontal homogenen teilbewölkten
Atmosphärenschichten besteht und einem horizontal homo-
genen Boden. Unter der vereinfachenden Annahme von di�u-
ser und isotroper kurzwelliger1 Breitband-Strahlung, die nur
in vertikaler Richtung wirke, wird die am Boden ankommen-
de Strahlung2 berechnet: zunächst unter der Annahme einer
rein extraterrestrischen Strahlungsquelle, dann unter der An-
nahme einer rein terrestrischen Strahlungsquelle. Dies ist ei-
ne Erweiterung des in Thaler (2018) vorgestellten Zweischich-
tenmodells. Die Lösung des Gleichungssystems erfolgte hier
mit dem Computeralgebrasystem Maxima (2017). Eine mögli-
che Anwendung wäre die Abschätzung nächtlicher Beleuch-
tungsstärken unter Zuhilfenahme numerischen model outputs
für den Bedeckungsgrad in drei Wolkenschichten und für den
Bodenzustand.

1 Extraterrestrische Strahlungsquelle

Die Darstellung folgt grob der in Bohren and Clothiaux (2006,
S. 241 �.) präsentierten und hier verallgemeinerten Methode.
Die Atmosphäre bestehe aus drei vertikalen Schichten, die für
die Ebene der hohen (H ), der mittelhohen (M) und der tie-
fen Bewölkung (L) stehen. Ganz unten be�nde sich die Boden-
schicht (G). Strahlung kann durch jede dieser Schichten trans-
mittiert (T ), re�ektiert (R) oder absorbiert (A) werden. Es gilt
allgemein

Ti + Ri +Ai = 1, i ∈ {H ,M,L,G} . (1)

Das heißt, dass das Wertepaar di�use Transmissionsrate3 Ti
und di�use Re�exionsrate3 Ri jede Schicht im Rahmen der
Approximationen vollständig de�niert. Gemäß Abbildung (1)
wird die von oben ankommende extraterrestrische Strahlung
mit D0 bezeichnet. Gesucht ist die am Boden von oben ankom-
mende Nettostrahlung DL . Berücksichtigt man für jeden ein-
zelnen gerichteten Strahlungs�uss in jeder Schicht den Um-
stand, dass er sich aus einem transmittierten und einem re-
�ektierten Anteil zusammensetzt, dann �ndet man für die sie-
ben Strahlungs�üsse DH ,DM ,DL,U0,UH ,UM ,UL folgende sie-
ben lineare Gleichungen:

1im quais-sichtbaren Spektralbereich
2radiometrisch als Strahlungs�ussdichte in W/m2 oder photometrisch als

Beleuchtungsstärke in lx
3In Hinkunft oft nur kurz Transmission bzw. Re�exion genannt

Abbildung 1: Mehrfach re�ektierte und transmittierte von
oben ankommende di�user Strahlung D0 zwi-
schen dreifach geschichteter teilbewölkter At-
mosphäre und dem Boden. Gesucht wird die von
oben den Boden erreichende Strahlung DL .

DH = D0TH +UHRH

DM = DHTM +UMRM

DL = DMTL +ULRL

U0 = UHTH + D0RH (2)
UH = UMTM + DHRM

UM = ULTL + DMRL

UL = DLRG .

Die Au�ösung des Gleichungssystems mit Maxima nach DL
(siehe Unterabschnitt 4.1 auf Seite 3) ergibt
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Setzt man für zwei der drei Atmosphärenschichten die Trans-
mission auf 100 %, also z.B.TH = TM = 1 und die entsprechen-
den di�use Re�exion auf RH = RM = 0, dann erhält man

DL = D0
TL

1 − RGRL
.

Das entspricht der Gleichung (5) in Thaler (2018) für das ver-
einfachte Atmosphären-Boden-Modell, was als Hinweis auf
die Korrektheit der Beziehung (3) hier im Text gelten kann.

2 Strahlungsquelle am Boden

Abbildung 2: Mehrfach re�ektierte und transmittierte vom
Boden ausgehende di�use Strahlung UG zwi-
schen dreifach geschichteter teilbewölkter At-
mosphäre und dem Boden. Gesucht wird die zum
Boden zurück gestreute Strahlung DL .

Alternativ betrachten wir nun den Fall mit der Strah-
lungsquelle am Boden unter Vernachlässigung extraterrestri-
scher Einstrahlung. Nach Abbildung (2) lässt sich daraus fol-
gendes lineares Gleichungssystem mit den sieben Unbekann-
tenDH , DM ,DL, U0, UH , UM ,UL bei gegebenemUG (undD0 =

0) darstellen:

DH = UHRH

DM = DHTM +UMRM

DL = DMTL +ULRL

U0 = UHTH (5)
UH = UMTM + DHRM

UM = ULTL + DMRL

UL = UG + DLRG .

Die Au�ösung nach DL erfolgt wieder mit Maxima (siehe
Unterabschnitt 4.2 auf der nächsten Seite). Sie lautet:
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Ψ1

1 − Ψ0
(6)

mit

Ψ1 = + RHT
2
LT

2
M − RHR

2
LT

2
M − RHR

2
MT

2
L + RMT

2
L + (7)

+ RHR
2
LR

2
M − R

2
LRM − RHRLRM + RL

und mit Ψ0 von Gleichung (4) auf der vorherigen Seite. Aber-
mals lässt sich ein Spezialfall ableiten, wenn man z.B. TH =
TM = 1 bzw. RH = RM = 0 setzt:

DL = UG
RL

1 − RGRL
.

Diese Beziehung ist nun wiederum identisch mit der Glei-
chung (11) in Thaler (2018), welche das Atmosphäre-Boden-
Modell für Strahlungsemission vom Boden ausgehend be-
schreibt. Dieser Spezialfall stützt das Vertrauen in das Ergebnis
von Gl. (6) hier im Text.

3 Wolken- und
Bodenparameterisierung

Die Ti und Ri sind bislang noch unbestimmt. Man benötigt zu
ihrer Bestimmung weitere Annahmen.

1. Für die Atmosphärenschichten wird von Absorption ab-
gesehen. Für die Transmission gilt dann

Ti = 1 − Ri . (8)

Die Bestimmung der di�usen Re�exion allein ist also aus-
reichend.

2. Für die di�use Re�exion teilbewölkter Atmosphären-
schichten kann man dann folgenden Ansatz wählen (wie
schon in Thaler, 2018, Gl. 8):

Ri = Niαc,i︸︷︷︸
Wolken

+ (1 − Ni )αa,i︸        ︷︷        ︸
wolkenfreie Atmosphäre

(9)

mit i ∈ {H ,L,M} und mit dem Bedeckungsgrad 0 ≤ Ni ≤

1 der jeweilige Schicht. Die αc,i und αa,i sind die Albe-
dowerte der Wolken bzw. der wolkenfreien Atmosphäre
in der Schicht i . Der Ansatz berücksichtigt somit für jede
Atmosphärenschicht die di�use Re�exion an Wolken und
an der wolkenfreien Atmosphäre.

3. Durch den Boden hindurch kommt es trivialerweise zu
keiner Transmission von Strahlung, daher genügt hier
wegen AG = 1 − RG ein passender Wert für die Bodenal-
bedo zur vollständigen Bestimmung:

RG = αG . (10)

Die Einzelalbeden αa,i , αc,i , αG können in passabler Nähe-
rung der Literatur entnommen werden4. Mit den bisherigen
Ausführungen ist es dann möglich, aus Bewölkungsprognosen
numerischer Modelle, die in drei Schichten hoch, mittel und
tief vorliegen, gemeinsam mit Bodenzustandsprognosen bei
gegebenem Strahlungsinput die Strahlungs�ussdichten bzw.
Beleuchtungsstärken am Boden zu berechnen.

4 Maxima-Batch-Jobs
Die nachstehenden Befehle können in eine Datei geschrieben
und über das Maxima-Kommando batch(„�lename“) geladen
und ausgeführt werden.

4Für eine Zusamenstellung:
foehnwall.at/multiplescattering1.html#albedo-values
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4.1 Lösung des Systems (2)
Folgende Maxima-Kommandos führen zum Ergebnis gemäß
Gleichung (3):

sys: [
D_H=D_0*T_H+U_H*R_H,
D_M=D_H*T_M+U_M*R_M,
D_L=D_M*T_L+U_L*R_L,
U_0=U_H*T_H+D_0*R_H,
U_H=U_M*T_M+D_H*R_M,
U_M=U_L*T_L+D_M*R_L,
U_L=D_L*R_G];
loes: solve(sys,[U_0,U_H,U_M,U_L,D_H,D_M,D_L])$
DL: loes[1][7]$
expand(DL);

4.2 Lösung des Systems (5)
Folgende Maxima-Kommandos führen zum Ergebnis gemäß
Gleichung (6):

sys: [
D_H=U_H*R_H,
D_M=D_H*T_M+U_M*R_M,
D_L=D_M*T_L+U_L*R_L,
U_0 = U_H*T_H,
U_H=U_M*T_M+D_H*R_M,
U_M=U_L*T_L+D_M*R_L,
U_L=U_G+D_L*R_G];
loes: solve(sys,[U_0,U_H,U_M,U_L,D_H,D_M,D_L])$
DL: loes[1][7]$
factor(DL);

Symbole
αc,i , αa,i αG Albedo von Wolken, von der wolkenfreien

Atmosphäre (der Schicht i) und des Bodens
Ai Absorptionsraten (0 ≤ Ai ≤ 1)
Di Von oben nach unten gerichtete

Strahlungs�ussdichten bzw.
Beleuchtungsstärken

Ni Bewölkungsgrad der Schicht i (0 ≤ Ni ≤ 1)
Ri di�use Re�exionsraten (0 ≤ Ri ≤ 1)
Ti di�use Transmissionsraten (0 ≤ Ti ≤ 1)
Ui Von unten nach oben gerichtete

Strahlungs�ussdichten bzw.
Beleuchtungsstärken
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