Die Kontinuitatsgleichung

Miissen nichtkonvektive Massenfliisse beriicksichtigt werden?
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Die herkommliche Form der Massen-Kontinuitats-
gleichung fiir ein homogenes Fluidum, die differentielle Form
des Massenerhaltungssatzes, enthalt als einzigen Flussterm
den konvektiven Massenfluss pv, das Produkt aus Dichte des
Fluidums und der Stromungsgeschwindigkeit. Von manchen
Autoren wird in der Massen-Kontinuitétsgleichung ein zu-
satzlicher diffusiver bzw. nichtkonvektiver Massenflussterm

postuliert. — Ist das sinnvoll und richtig?

1 Problem

In der Monographie von Zeitlin (2018) wird in einem einfiih-
renden Kapitel als (Massen-)Kontinuititsgleichung fiir ein ho-
mogenes Misch-Fluidum die Beziehung
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angefiihrt. Konkret wird fiir den nichtkonvektive Fluss ein Dif-
fusionsterm gemafl dem Fickschen Diffusionsgesetz gewahlt:
j = —DVp (D sei der Diffusionskoeffizient). Das heif3t, die
Dichte eines raumfesten Luftpaketes nimmt durch die Kon-
vergenz des konvektiven Massenflusses pv und eines nicht-
konvektiven, im Spezialfall auch diffusiven, Massenflusses! j
zu. Zeitlin erlautert diesen Ansatz nicht weiter, sondern setzt
ihn als bekannt voraus. Die tibliche Formulierung der Massen-
Kontinuitatsgleichung gemaf fast aller Lehrbiicher der geo-
physikalischen Fluiddynamik, pars pro toto Vallis (2017), be-
schrankt sich einzig auf einen konvektiven Massenfluss und
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Wie kann man diesen Widerspruch verstehen?

2 Zur Definition der Geschwindigkeit
eines Fluidums

Das individuelle Fluidumspaket in einem mitstrémenden Vo-
lumen besteht aus Molekiilen, die alle eine bestimmte Mas-
se my und Geschwindigkeit v; haben. Die nach auflen wahr-
nehmbare Geschwindigkeit des Paketes wird tiber die Verlage-
rungsgeschwindigkeit seines Schwerpunktes relativ zu einem
Bezugssystem als baryzentrischer Mittelwert definiert:
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IKorrekter: Massenflussdichte

Alternativ formuliert bedeutet das, dass der Impuls des Flui-
dumpaketes die Summe der Impulse aller Molekiile? ist:

Mv = Z MV . (4)
k

Dividiert man durch das jeweilige Volumen V des Paketes, er-
halt man

1
pv = Z PV bzw. v = » Z PKkVk ©)
% %

Pk ist die Dichte eines einzelnen Molekiils. Aus dieser Definiti-
on folgt unmittelbar, dass kein Molekiil das individuelle Luft-
paket verlassen kann, es daher auler dem konvektiven Mas-
senfluss pv bzw. Mv keinen alternativen Transport gibt und
somit die Kontinuititsgleichung fiir das homogene Fluidum,
GL. (2), universell giltig ist. Subskalige Massenfliisse sind ge-
mdf3 der Definition der baryzentrischen Stromungsgeschwindig-
keit ausgeschlossen!

Jede Kritik an der klassischen Form der Kontinuitéts-
gleichung muss an der obigen Definition der baryzentrischen
Stromungsgeschwindigkeit ansetzen.

3 Der Diffusionsterm

Belevich (2009) zeigt, dass ein einfach zu beschreibendes Pro-
blem der Hydro-Thermodynamik, in dem ein stabil geschich-
tetes Fluidum zwischen einem kalte Boden und einem warmen
oberen Rand liegt, mit der klassischen Kontinuititsgleichung
zu einem iberbestimmten, selbstwiderspriichlichen und des-
halb unl6sbaren Gleichungssystem degeneriert, welches nicht
die empirisch evidente Losung erbringen kann.

Die Ursache sieht Belevich in der Besonderheit der bary-
zentrischen Geschwindigkeitsdefinition, wenn man sie als ma-
kroskopische Geschwindigkeit im Sinne der klassischen Kon-
tinuumsmechanik interpretiert. In die Gleichung (3) geht auch
das ,Zittern“ der Molekiile durch die Brownsche Molekular-
bewegung ein, deren gemittelte kinetische Energie die Innere
Energie (bzw. Temperatur) konstituiert. In der Kontinuums-
mechanik geht man davon aus, dass das gedankliche Flui-
dumspaket, das aus einer hinreichend grofien Anzahl von Mo-
lekiilen besteht, wohl definiert bleibt. Benachbarte Luftpakete
konnen sich aber mit der Zeit aufgrund der zufilligen Mole-
kularbewegung wechselseitig durchdringen, verletzen also die

2Mit der Wahl des baryzentrischen Geschwindigkeitsmittels ist das zweite
Newtonsche Gesetz M dv/dt = Y, F; in dieser einfachen Form auch fiir
Fluidumspartikel giltig.

3Bemerkenswert: Sowohl Zeitlin als auch Belevich entstammen der sowjeti-
schen Tradition der Fluiddynamik.



Grundannahme der Integritiat (Abb. 1). Ein Teil der Molekiile
von Paket A befindet sich nach einer Weile im Volumen des
Paketes B und umgekehrt.
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Abbildung 1: Skizze zur Diffusion zwischen ruhenden Luftpa-
keten von anfinglich A und B nach einer gewis-
sen Zeit zu A’ und B’.

Belevichs Losungsansatz besteht in einer kritischen Neu-
ableitung der Kontinuititsgleichung ab ovo mit einer alterna-
tiv definierten Geschwindigkeit des Fluidums, die die Indivi-
dualitat der Partikel des Kontinuums beibehalt und aus Sicht
der Kontinuumsmechanik subskalige Abweichungen der Ge-
schwindigkeit gesondert beriicksichtigt: v .= v — v’. Ebenso
wird eine mittlere Luftdichte p = p — p’ eingefiihrt, die jene
Luftdichte ist, die mit der skaligen Geschwindigkeit V trans-
portiert wird. Eingesetzt in die klassische Kontinuitatsglei-
chung und nach diversen Mittelungsprozeduren erhélt man als
alternative Formulierung der Kontinuitéitsgleichung:
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Belevich nennt sie die Massendichte-Diffusions-
gleichung, mass density diffusion equation. Der erste Term
ist die gewohnte Konvergenz des skaligen Massenflusses,
wiahrend der zweite Term die Konvergenz des subska-
ligen Massenflusses (die Selbst-Diffusion, self diffusion)
beschreibt. Gemeinsam mit dem Fickschen Diffusionsgesetz
j = p’v = —=DVp ergibt sich daraus die eingangs postulierte
Gleichung (1). Es versteht sich, dass Belevich sein vorher
unlsbares Problem mittels der Massendichte-Diffusions-
gleichung 16sen kann.

4 Nichtkonvektive Massenfliisse in
der feuchten Atmosphare

Alternative Argumente fiir nichtkonvektive Massenfliisse in
der Kontinuitatsgleichung werden von Wacker und Herbert
(2003) geliefert. Die Essenz der Argumente der beiden Autor-
Innen lautet wie folgt:

Fir die Gesamtdichte eines nass-feuchten Luftpaketes
gilt:
™)

wobei py die Dichte trockener Luft und p,, die Dichte aller
wissrigen Anteile der Luft ist (also Wasserdampf, Fliissigwas-
ser und Eis)*. Die baryzentrische Geschwindigkeit eines Luft-
paketes lautet dann analog zu Gleichung (5)

P =pd+pw
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“Wacker und Herbert (2003) betrachten die Massenbilanzen fiir alle Wasser-
phasen getrennt, was fiir die Argumentation hier nicht erforderlich ist.

Mit den Definitionen (7) und (8) ist die klassische Kontinui-
titsgleichung (2) weiterhin giltig. Allerdings bekommt man
Probleme mit der kinematischen Randbedingung, nach der die
Geschwindigkeit normal zur festen Berandung verschwinden
muss. Bei einem ebenen Boden lautet dann die Vertikalge-
schwindigkeit w(,—g) = wo = 0.

In der Atmosphire treten jedoch feuchte Massenfliisse
durch die untere Berandung auf (Niederschlag, Sublimation,
Verdunstung, ..). Geméafy der baryzentrischen Geschwindig-
keitsdefinition und der daraus folgenden Giiltigkeit der klas-
sischen Kontinuitétsgleichung wird impliziert, dass der Boden
durchstromt werden muss (wy # 0). Wacker und Herbert zei-
gen, dass bei einem Niederschlag von 10 mm/h die resultieren-
de Vertikalgeschwindigkeit durch Schwerpunktsenkung der
feuchten Luftsaule in der Groflenordnung von einigen Milli-
metern pro Sekunde liegt und daher a priori im Vergleich zu
synoptischen Vertikalgeschwindigkeiten nicht vernachlassig-
bar ist.

Ein moglicher Ausweg, der die Beibehaltung der kine-
matischen Randbedingungen erlaubt, ist die Beschrinkung
auf die baryzentrische Geschwindigkeit nur fiir die trockenen
Luftbestandteile, also v = vg. Dabei nimmt man jedoch in
Kauf, dass die klassische Kontinuitatsgleichung durch nicht-
konvektive Massenfliisse der feuchten Bestandteile erginzt
werden muss, und man bei einer Kontinuitétsgleichung der
Form (1) mit dem nichtkonvektiven Flussanteil j = p,,(v4—v,,)
landet. Fiir eine ausfiithrliche Diskussion sei auf den Original-
artikel verweisen.

5 Resiimee

Zusammengefasst lasst sich sagen: Die klassische Form der
Kontinuitatsgleichung (2) ist den zu 16senden Problemen nicht
immer angemessen. Die verallgemeinerte Form der Kontinui-
tatsgleichung, die Massendichte-Diffusionsgleichung,
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ist fur die Losung gewisser Probleme erforderlich. Plau-
sibel ist das auch deshalb, weil in den anderen hydro-
thermodynamischen Gleichungen fir Impuls und Energie
ebenfalls Diffusion in Form von molekularer Reibung und
Wirmeleitung in Erscheinung tritt.
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