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William John Macquorn Rankine (1820-1872) war ein
schottischer Physiker und Ingenieur, der maßgebliche Beiträ-
ge zur Mechanik sowie Thermo- und Hydrodynamik leistete.
Auf ihn geht ein analytisches Modell eines zweidimensionalen
Wirbels zurück, welches hier kurz vorgestellt wird.

1 Definition
Der Rankine-Wirbel ist gemäß z.B. Markowski and Richardson
(2010, S. 288) in Zylinderkoordinaten ausgehend vom Koor-
dinatenursprung folgendermaßen als zweidimensionale bzw.
horizontale Strömung de�niert:
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Das heißt, innerhalb einer Kreis�äche vom Radius '< er-
folgt eine starre Rotation mit der Kreisfrequenz Ω< = +</'< .
Außerhalb des Kreises mit dem Radius '< nimmt die Tangen-
tialgeschwindigkeit indirekt proportional zum Abstand vom
Mittelpunkt ab. Der Betrag der Geschwindigkeit ist im Ab-
stand '< mit |+< | maximal. Per Konvention bedeutet +_ > 0
eine zyklonale Zirkulation,+_ < 0 eine antizyklonale. Entspre-
chend ändert sich auch das Vorzeichen von Ω< . Der Abstand
vom Koordinatenmittelpunkt A ist immer positiv (vergl. Ab-
bildung 1). Die Radialkomponente der Geschwindigkeit ver-
schwindet (+A ≡ 0).

1.1 Vorticity und Divergenz
Die vertikale Vorticity lautet in Zylinderkoordinaten gem. ei-
ner beliebigen Formelsammlung zur Vektoranalysis (z.B. Tha-
ler, 2018-2020b):
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Abbildung 1: Kombiniertes Geschwindigkeits-Abstands- (blau
liniert, linke Ordinate) und Vorticity-Abstands-
Diagramm (rot strichliert, rechte Ordinate) des
Rankine-Wirbels: lineare Zunahme mit A bis zum
Radius '< , darüber hyperbolische Abnahme ge-
mäß 1/A sowie konstante Vorticity bis zum Ab-
stand '< , außerhalb von '< vorticityfrei.

Der Rankine-Wirbel ist im inneren Bereich von konstanter
Vorticity, im äußeren Bereich von verschwindender Vorticity.1

In Zylinderkoordinaten lautet die horizontale Divergenz
der Strömung
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Sie verschwindet allgemein, weil die Radialgeschwindigkeit
verschwindet (+A ≡ 0) und weil die Tangentialgeschwindig-
keit+_ unabhängig von _ ist. Der Rankine-Wirbel ist horizontal
divergenzfrei. In Hinkunft sei statt +_ vereinfacht + geschrie-
ben.

1.2 Stromfunktion
Der Rankine-Wirbel (zweidimensional, divergenzfrei) lässt
sich vollständig durch eine Stromfunktion beschreiben. Nach-
dem nach Voraussetzung keine Radialgeschwindigkeit gege-
ben ist, lautet die De�nitionsbeziehung für die Stromfunktion
in Zylinderkoordinaten:
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mΨ
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1Diese Art von Wirbel nennt man Potentialwirbel oder freie Wirbel. In ihnen
hebt Scherungsvorticity von umgekehrtem Vorzeichen die Krümmungs-
vorticity auf.
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Das Ergebnis lautet nach Integration der obigen Bezie-
hung für den Innen- und Außenbereich des Wirbels gesondert
(Ψ0 ist der Wert der Stromfunktion im Zentrum des Wirbels,
Nebenrechnungen in Unterabschnitt 4.1 auf der nächsten Sei-
te):
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Abbildung 2 zeigt schematisch das Windfeld eines zy-
klonalen Rankine-Wirbels und dazugehörig die Stromfunkti-
on mit dem tiefstem Wert im Zentrum (dunkel, violett) und der
Abnahme der Stromfunktion nach außen (hell, gelb). Die Iso-
werte der Stromfunktion sind die Stromlinien. Sie zeigen die
stärkste Drängung um das Windmaximum herum im Abstand
von einer Gitterbox vom Zentrum. Die Abstände der Gitterli-
nien entsprechen dem Wert von '< .

Abbildung 2: Windfeld (Windpfeile) und Stromfunktion (Farb-
verlauf von dunkelviolett als tiefster Wert
zu hellgelb) eines zyklonalen Rankine-Wirbels
(schematisch)

2 Geopotentialfelder
Bislang waren alle Betrachtungen kinematischer Natur. Es
wurde keine Verbindung zur Dynamik hergestellt. Hier soll
nun versucht werden, mögliche dynamische Realisierungen
des Rankine-Wirbels durch passende Geopotentialfelder2 dar-
zustellen.

2.1 Geostrophisches Windfeld

Am einfachsten gelingt die Verbindung zwischen
Geschwindigkeits- und Geopotentialfeld über den geostro-
phischen Wind, der Gleichgewichtsströmung zwischen
Gradientkraft und Corioliskraft. In Zylinderkoordinaten lautet
die Approximation (bei nach Voraussetzung verschwindender
Radialkomponente der Geschwindigkeit und mit konstantem
Coriolisparameter 50):

2Die Betrachtungen werden im ?-System durchgeführt, um Komplikation
mit der horizontal variablen Luftdichte zu vermeiden. Um im I-System zu
verbleiben, könnte man von der Boussinesq-Approximation oder der anelas-
tischen Approximation der horizontalen Bewegungsgleichung ausgehen.
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Der Vergleich mit der De�nitionsbeziehung Gl. (7) für das
Stromfeld zeigt sofort:

Φ = 50Ψ . (11)

Damit folgt aus (8) und (9) für das Geopotential ohne weitere
Rechnung:
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Φ0 ist der Geopotentialwert im Zentrum des Wirbels.

2.2 Zyklostrophisches Windfeld
Der zyklostrophische Wind ist im zylindrischen Koordinaten-
system de�niert als Gleichgewicht zwischen Gradientkraft
und Zentrifugalkraft:
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Diese Beziehung lässt sich für die beiden Geschwindigkeits-
ansätze Gl. (1) und (2) des Rankine-Wirbels mittels passender
Randbedingungen integrieren (siehe Unterabschnitt 4.2.1):
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+ = (+"/'" ) A erhält man
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Für den äußeren Bereich A > '< mit + = +<'</A :
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wobei berücksichtigt wurde, dass der Randwert bei A = '"
durch das Geopotential Φ('<) für den inneren Bereich de�-
niert ist. Φ0 ist wieder der Geopotentialwert im Zentrum des
Wirbels.

2.3 Gradientwindfeld
Um Komplikationen mit den wechselnden Vorzeichen zu ver-
meiden, erfolgt pars pro toto die Beschränkung auf das regulär
zyklonal umströmte Tief auf der Nordhalbkugel [Fall (a) auf
Seite 76 in Holton and Hakim (2013)]. Der Gradientwind ist in
zylindrischen Koordinaten de�niert über
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Die Geopotentialverteilung lautet (Herleitung in Unter-
abschnitt 4.2.2 auf Seite 4):
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Abbildung 3: Geopotential als Funktion des Abstandes vom
zyklonal umströmten Wirbelzentrum für eine
geostrophische (blau liniert), zyklostrophische
(rot strichliert) und Gradientwind-Verteilung
(grün punktiert). Oben für den synoptischen Sca-
le, unten für den Übergangsbereich vom Micro-
Scale zum Meso-Scale.

Die Abbildung 3 (oben) zeigt für die geostrophische, zy-
klostrophische und Gradientwind-Approximation den Geopo-
tentialanstieg mit zunehmendem Abstand für typische Wer-
te des synoptischen Scales. Das Kerngeopotential wurde mit
540 gpdm angenommen. Hier leistet die Corioliskraft einen
dominierenden Beitrag. Abbildung 3 (unten) zeigt die Geopo-
tentialverläufe für den Übergang vom Micro-Scale zum Meso-
Scale. Das Kerngeopotential wurde willkürlich auf null gesetzt.
In diesem Scale verschwindet der relative Beitrag der Coriolis-
kraft nahezu vollständig, d.h. der zyklostrophische Wind und
der Gradientwind sind (fast) identisch.

Ohne weitere Ausführung ist zu ergänzen, dass das Geo-
potentialfeld für den pseudogestrophischen Wind (vergleiche
Thaler, 2018-2020a) vh = (5 + Z )−1 k× ∇h

(
Φ + vh2/2

)
ein zum

Gradientwind identisches Ergebnis liefert. Der Grund dafür
liegt in der strikten Radialsymmetrie des Rankine-Wirbels.

3 Anwendungen
Rankine-Wirbel �nden als analytisches Wirbelmodell in strö-
mungstheoretischen Untersuchungen vielfältige Anwendung.

Die bekannteste angenäherte Realisierung eines
Rankine-Wirbels ist wohl der Badewannenwirbel. Seine
horizontale Strömung be�ndet sich in guter Näherung im
zyklostrophischen Kräftegleichgewicht. Außerhalb des Ab-
�ussbereiches ist der Badewannenwirbel ein Vorticity-freier

Potentialwirbel gemäß Gl. (16). Im Aus�ussbereich sind die
Verhältnisse komplexer, weil die horizontale Geschwindig-
keitsdivergenz hier nicht verschwindet.

Meteorologische Anwendung �ndet der zyklostrophi-
sche Rankinewirbel bei der Untersuchung von Tornados. Mit-
tels eines zyklostrophischen Rankine-Wirbelmodells lassen
sich je nach Bedarf Kerndruck bzw. Maximalgeschwindigkei-
ten abschätzen (vergleiche Markowski and Richardson (2010,
S. 288)).

Darüber hinaus kann man den Rankine-Wirbel in jedem
Scale verwenden, in dem modellhaft eine derartige Strömung
untersucht wird. Harvey and Ambaum (2011) z.B. verwenden
einen baroklinen geostrophischen Rankine-Wirbel zur Stabili-
tätsanalyse eines Bodentiefs.

Eine einfache interaktive Web-Anwendung als
„Hurricane-Modell“ stammt von Goodrick (2011).

Selbstverständlich darf man die Analogien nicht zu weit
treiben. Diese kleine Übersicht mag daher als amuse-gueule ge-
nügen.

4 Nebenrechnungen

4.1 Stromfunktion

Die Stromfunktion ist in Zylinderkoordinaten unter Berück-
sichtigung verschwindender Radialgeschwindigkeit durch fol-
gende Beziehung de�niert (z.B. Thaler, 2018-2020b):
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Man muss beide Fälle A ≤ '< und A > '< gesondert
betrachten. Für den inneren Wirbelbereich gilt:
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wobei Ψ0 als prinzipiell beliebige Integrationskonstante hier
den Randwert im Zentrum des Wirbels darstellt.

An der Stelle A = '< lautet das Geopotential
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Für den äußeren Wirbelbereich A > '< folgt mittels Einsetzen
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4.2 Stromfeldapproximationen
4.2.1 Zyklostrophischer Wind

Die Integration von Gl. (14) erfolgt für die beiden Fälle A ≤ '<
mit + = +<A/'< bzw. A > '< mit + = +<'</A :
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Φ0 ist wiederum eine prinzipiell beliebige Integrationskon-
stante und stellt hier den Geopotentialwert im Zentrum des
Wirbels dar. An der Stelle A = '< beträgt das Geopotential
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Anschließend berechnet man das Geopotentialdi�erenz
für den äußeren Bereich von '< bis zu einer beliebigen Ent-
fernung A :
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Das Gesamtpotential für den äußeren Bereich ergibt sich
dann als Summe des Startwertes bei '< und der obigen Poten-
tialdi�erenz:
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4.2.2 Gradientwind

Die Gradientwindrelation lautet in Zylinderkoordinaten
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Die Lösung für das Geopotential des inneren Bereichs A ≤ '<
erhält man nach Integration der obigen Beziehung für den Ge-
schwindigkeitsansatz der starren Rotation (Gl. 1 auf Seite 1) bis
auf eine Konstante:
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An der Stelle A = '< beträgt das Geopotential
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Analog erhält man die Lösung für das äußere Stromfeld
A > '< mit dem Geschwindigkeitsansatz für den Potential-
wirbel (Gl. 2 auf Seite 1) eingesetzt in Beziehung (20) und in-
tegriert:
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unter Einsetzen von Φ('<) schließlich
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Symbole
Z (relative) Vorticity s−1
Ψ Stromfunktion m2/s
Φ Geopotential in m2/s2
50 Coriolisparameter s−1
A, _, I Zylinderkoordinaten: radial, tangential,

vertikal
eA , e_, k Zylinderkoordinaten: Einheitsvektoren

radial, tangential, vertikal
+ bzw.+_ Tangentialgeschwindigkeit (in

Zylinderkoordinaten)
+A ≡ 0 verschwindende Radialgeschwindigkeit (in

Zylinderkoordinaten)
vh Horizontaler Windvektor
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