Der Rankine-Wirbel

Ein zweidimensionaler Modellwirbel

Dietmar Thaler

dietmar.thaler@posteo.at

Admont, 30. August 2021, erganzt am 12. Sept. 2021

William John Macquorn Rankine (1820-1872) war ein
schottischer Physiker und Ingenieur, der mafigebliche Beitra-
ge zur Mechanik sowie Thermo- und Hydrodynamik leistete.
Aufihn geht ein analytisches Modell eines zweidimensionalen
Wirbels zuriick, welches hier kurz vorgestellt wird.

1 Definition

Der Rankine-Wirbel ist geméaf} z.B. Markowski and Richardson
(2010, S. 288) in Zylinderkoordinaten ausgehend vom Koor-
dinatenursprung folgendermaflen als zweidimensionale bzw.
horizontale Stromung definiert:

v
F<Rn: Vi= Zr=Qur (1)
R
V,= 0
ViR QR
r>Ry: V= =M (2)
r r
V, =

Das heif3t, innerhalb einer Kreisflaiche vom Radius R,,, er-
folgt eine starre Rotation mit der Kreisfrequenz Q,, = V;,,/R,,.
Auflerhalb des Kreises mit dem Radius R, nimmt die Tangen-
tialgeschwindigkeit indirekt proportional zum Abstand vom
Mittelpunkt ab. Der Betrag der Geschwindigkeit ist im Ab-
stand R,,, mit |V;,| maximal. Per Konvention bedeutet V; > 0
eine zyklonale Zirkulation, V) < 0 eine antizyklonale. Entspre-
chend andert sich auch das Vorzeichen von Q,,. Der Abstand
vom Koordinatenmittelpunkt r ist immer positiv (vergl. Ab-
bildung 1). Die Radialkomponente der Geschwindigkeit ver-
schwindet (V; = 0).

1.1 Vorticity und Divergenz

Die vertikale Vorticity lautet in Zylinderkoordinaten gem. ei-
ner beliebigen Formelsammlung zur Vektoranalysis (z.B. Tha-
ler, 2018-2020Db):
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Abbildung 1: Kombiniertes Geschwindigkeits-Abstands- (blau
liniert, linke Ordinate) und Vorticity-Abstands-
Diagramm (rot strichliert, rechte Ordinate) des
Rankine-Wirbels: lineare Zunahme mit » bis zum
Radius R, dariiber hyperbolische Abnahme ge-
méifd 1/r sowie konstante Vorticity bis zum Ab-
stand R, auflerhalb von R, vorticityfrei.

Der Rankine-Wirbel ist im inneren Bereich von konstanter
Vorticity, im dufSeren Bereich von verschwindender Vorticity.!

In Zylinderkoordinaten lautet die horizontale Divergenz
der Stromung
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Sie verschwindet allgemein, weil die Radialgeschwindigkeit
verschwindet (V, = 0) und weil die Tangentialgeschwindig-
keit V) unabhéngig von A ist. Der Rankine-Wirbel ist horizontal
divergenzfrei. In Hinkunft sei statt V) vereinfacht V geschrie-
ben.
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1.2 Stromfunktion

Der Rankine-Wirbel (zweidimensional, divergenzfrei) lasst
sich vollstandig durch eine Stromfunktion beschreiben. Nach-
dem nach Voraussetzung keine Radialgeschwindigkeit gege-
ben ist, lautet die Definitionsbeziehung fiir die Stromfunktion
in Zylinderkoordinaten:
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IDiese Art von Wirbel nennt man Potentialwirbel oder freie Wirbel. In ihnen
hebt Scherungsvorticity von umgekehrtem Vorzeichen die Kriimmungs-
vorticity auf.



Das Ergebnis lautet nach Integration der obigen Bezie-
hung fiir den Innen- und Auf3enbereich des Wirbels gesondert
(W, ist der Wert der Stromfunktion im Zentrum des Wirbels,
Nebenrechnungen in Unterabschnitt 4.1 auf der néchsten Sei-
te):
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Abbildung 2 zeigt schematisch das Windfeld eines zy-
klonalen Rankine-Wirbels und dazugehorig die Stromfunkti-
on mit dem tiefstem Wert im Zentrum (dunkel, violett) und der
Abnahme der Stromfunktion nach auflen (hell, gelb). Die Iso-
werte der Stromfunktion sind die Stromlinien. Sie zeigen die
stiarkste Drangung um das Windmaximum herum im Abstand
von einer Gitterbox vom Zentrum. Die Abstdnde der Gitterli-
nien entsprechen dem Wert von R,,.

Abbildung 2: Windfeld (Windpfeile) und Stromfunktion (Farb-
verlauf von dunkelviolett als tiefster Wert
zu hellgelb) eines zyklonalen Rankine-Wirbels
(schematisch)

2 Geopotentialfelder

Bislang waren alle Betrachtungen kinematischer Natur. Es
wurde keine Verbindung zur Dynamik hergestellt. Hier soll
nun versucht werden, mogliche dynamische Realisierungen
des Rankine-Wirbels durch passende Geopotentialfelder® dar-
zustellen.

2.1 Geostrophisches Windfeld

Am einfachsten gelingt die Verbindung zwischen
Geschwindigkeits- und Geopotentialfeld iiber den geostro-
phischen Wind, der Gleichgewichtsstromung zwischen
Gradientkraft und Corioliskraft. In Zylinderkoordinaten lautet
die Approximation (bei nach Voraussetzung verschwindender
Radialkomponente der Geschwindigkeit und mit konstantem
Coriolisparameter f;):

2Die Betrachtungen werden im p-System durchgefiihrt, um Komplikation
mit der horizontal variablen Luftdichte zu vermeiden. Um im z-System zu
verbleiben, konnte man von der Boussinesq-Approximation oder der anelas-
tischen Approximation der horizontalen Bewegungsgleichung ausgehen.
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Der Vergleich mit der Definitionsbeziehung Gl. (7) fir das
Stromfeld zeigt sofort:
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Damit folgt aus (8) und (9) fiir das Geopotential ohne weitere
Rechnung:
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®, ist der Geopotentialwert im Zentrum des Wirbels.
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2.2 Zyklostrophisches Windfeld

Der zyklostrophische Wind ist im zylindrischen Koordinaten-
system definiert als Gleichgewicht zwischen Gradientkraft
und Zentrifugalkraft:
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Diese Beziehung lasst sich fiir die beiden Geschwindigkeits-
ansitze Gl (1) und (2) des Rankine-Wirbels mittels passender
Randbedingungen integrieren (siehe Unterabschnitt 4.2.1):
Fiir den inneren Bereich des Rankine-Wirbels r < R,,, mit
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Fur den dufleren Bereich r > R,,, mit V = V,,R,,,/r:
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wobei beriicksichtigt wurde, dass der Randwert bei r = Ry
durch das Geopotential ®(R,,) fir den inneren Bereich defi-
niert ist. @, ist wieder der Geopotentialwert im Zentrum des
Wirbels.

2.3 Gradientwindfeld

Um Komplikationen mit den wechselnden Vorzeichen zu ver-
meiden, erfolgt pars pro toto die Beschrankung auf das regulér
zyklonal umstromte Tief auf der Nordhalbkugel [Fall (a) auf
Seite 76 in Holton and Hakim (2013)]. Der Gradientwind ist in
zylindrischen Koordinaten definiert tiber
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Die Geopotentialverteilung lautet (Herleitung in Unter-
abschnitt 4.2.2 auf Seite 4):
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Abbildung 3: Geopotential als Funktion des Abstandes vom
zyklonal umstromten Wirbelzentrum fur eine
geostrophische (blau liniert), zyklostrophische
(rot strichliert) und Gradientwind-Verteilung
(grin punktiert). Oben fiir den synoptischen Sca-
le, unten fiir den Ubergangsbereich vom Micro-
Scale zum Meso-Scale.

Die Abbildung 3 (oben) zeigt fiir die geostrophische, zy-
klostrophische und Gradientwind-Approximation den Geopo-
tentialanstieg mit zunehmendem Abstand fiir typische Wer-
te des synoptischen Scales. Das Kerngeopotential wurde mit
540 gpdm angenommen. Hier leistet die Corioliskraft einen
dominierenden Beitrag. Abbildung 3 (unten) zeigt die Geopo-
tentialverldufe fiir den Ubergang vom Micro-Scale zum Meso-
Scale. Das Kerngeopotential wurde willkiirlich auf null gesetzt.
In diesem Scale verschwindet der relative Beitrag der Coriolis-
kraft nahezu vollstdndig, d.h. der zyklostrophische Wind und
der Gradientwind sind (fast) identisch.

Ohne weitere Ausfithrung ist zu erginzen, dass das Geo-
potentialfeld fur den pseudogestrophischen Wind (vergleiche
Thaler, 2018-2020a) v, = (f +{) 1k x Vy (CI) + Vh2/2) ein zum
Gradientwind identisches Ergebnis liefert. Der Grund dafiir
liegt in der strikten Radialsymmetrie des Rankine-Wirbels.

3 Anwendungen

Rankine-Wirbel finden als analytisches Wirbelmodell in stré-
mungstheoretischen Untersuchungen vielfiltige Anwendung.

Die bekannteste angendherte Realisierung eines
Rankine-Wirbels ist wohl der Badewannenwirbel. Seine
horizontale Stréomung befindet sich in guter Niherung im
zyklostrophischen Kréftegleichgewicht. Auflerhalb des Ab-
flussbereiches ist der Badewannenwirbel ein Vorticity-freier

Potentialwirbel gemafl Gl. (16). Im Ausflussbereich sind die
Verhiéltnisse komplexer, weil die horizontale Geschwindig-
keitsdivergenz hier nicht verschwindet.

Meteorologische Anwendung findet der zyklostrophi-
sche Rankinewirbel bei der Untersuchung von Tornados. Mit-
tels eines zyklostrophischen Rankine-Wirbelmodells lassen
sich je nach Bedarf Kerndruck bzw. Maximalgeschwindigkei-
ten abschétzen (vergleiche Markowski and Richardson (2010,
S. 288)).

Dariiber hinaus kann man den Rankine-Wirbel in jedem
Scale verwenden, in dem modellhaft eine derartige Stromung
untersucht wird. Harvey and Ambaum (2011) z.B. verwenden
einen baroklinen geostrophischen Rankine-Wirbel zur Stabili-
titsanalyse eines Bodentiefs.

Eine einfache interaktive Web-Anwendung als
,Hurricane-Modell“ stammt von Goodrick (2011).

Selbstverstandlich darf man die Analogien nicht zu weit
treiben. Diese kleine Ubersicht mag daher als amuse-gueule ge-
nugen.

4 Nebenrechnungen

4.1 Stromfunktion

Die Stromfunktion ist in Zylinderkoordinaten unter Beriick-
sichtigung verschwindender Radialgeschwindigkeit durch fol-
gende Beziehung definiert (z.B. Thaler, 2018-2020b):

e T e [ 1Y 1oy o¥
Vh = = —et+-——ey|=—— e+ —
h h o " roa " or

Man muss beide Fille r < R, und r > R, gesondert
betrachten. Fiir den inneren Wirbelbereich gilt:
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wobei ¥y als prinzipiell beliebige Integrationskonstante hier
den Randwert im Zentrum des Wirbels darstellt.
An der Stelle r = R, lautet das Geopotential
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4.2 Stromfeldapproximationen
4.2.1 Zyklostrophischer Wind

Die Integration von Gl. (14) erfolgt fiir die beiden Falle r < R,
mitV = V,r/Ry,, bzw.r > Ry, mit V = VR, /1
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dy ist wiederum eine prinzipiell beliebige Integrationskon-

stante und stellt hier den Geopotentialwert im Zentrum des
Wirbels dar. An der Stelle r = R, betragt das Geopotential
1

r=Rp: ®Rp) = q>0+5V,$1.

Anschlieflend berechnet man das Geopotentialdifferenz
fiir den dufleren Bereich von R,, bis zu einer beliebigen Ent-

fernung r:
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Das Gesamtpotential fiir den dufleren Bereich ergibt sich
dann als Summe des Startwertes bei R,,, und der obigen Poten-
tialdifferenz:
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4.2.2 Gradientwind

Die Gradientwindrelation lautet in Zylinderkoordinaten
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Die Lésung fiir das Geopotential des inneren Bereichs r < R,
erhilt man nach Integration der obigen Beziehung fiir den Ge-
schwindigkeitsansatz der starren Rotation (Gl. 1 auf Seite 1) bis
auf eine Konstante:

r V. VZ
rSRM:(D(r)—CIDO = /O.(ﬁ)R—::r+R—2—)dr—
"V, Vin
= — |rdr=
/ORm(fo+ )r r=
= 1 (e
"~ 2R,
bzw.
1V, Vin
V<RM fD(r)—<I>0+§—(ﬁ) )7'2.

An der Stelle r = R, betrigt das Geopotential
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Analog erhélt man die Losung fiir das duflere Stromfeld
r > R, mit dem Geschwindigkeitsansatz fir den Potential-
wirbel (GL 2 auf Seite 1) eingesetzt in Beziehung (20) und in-

tegriert:
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b4 Stromfunktion m?/s
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fo Coriolisparameter s™*
r, A z Zylinderkoordinaten: radial, tangential,
vertikal
e ek Zylinderkoordinaten: Einheitsvektoren
radial, tangential, vertikal
Vbzw.V), Tangentialgeschwindigkeit (in
Zylinderkoordinaten)
V,=0 verschwindende Radialgeschwindigkeit (in
Zylinderkoordinaten)
Vi Horizontaler Windvektor
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