Die Totale Potentielle Energie

Herleitung fiir ein ideales Gases im lokalen hydrostatischen Gleichgewicht mit dem exakten
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Die Herleitung der totalen potentiellen Energie, also der
Summe aus potentieller und innerer Energie, einer hydrosta-
tischen trockenen Luftsdule ist in vielen Lehrbtichern im Rah-
men der Untersuchungen zur Energetik der Atmosphére zu
finden. Dabei wird meist unter einer lapidaren Nebenbemer-
kung der intuitive Satz verwendet, dass das Produkt aus Verti-
kalkoordinate z und Luftdruck am Oberrand der Atmosphire
im Grenzwert fir z — oo verschwindet, ohne den mathema-
tisch schliissigen Beweis dafiir zu liefern. Dieser Beweis wird
hier, den Vorwurf des Sophismus nicht fiirchtend, nachgeholt.

1 Voraussetzungen und Definitionen

Gegeben sei eine trockene ideale Gasatmosphére im Schwere-
feld der Erde im lokalen hydrostatischen Gleichgewicht.! Die
potentielle Energie eines Luftpaketes pro Volumeneinheit lau-
tet unter der Annahme einer konstanten Schwerebeschleuni-
gung? (bis auf den Nullpunkt):

(1)

Die innere Energie eines Luftpaketes pro Volumeneinheit
lautet (bis auf den Nullpunkt):

¢ =pgz.

@)

Die Summe aus potentieller und innerer Energie, die to-
tale potentielle Energie, einer vertikalen Luftsiule pro Einheits-
flache lautet fiir beliebige Integrationsgrenzen:

u=pcyT.

P=®+U=/p(cUT+gz)dz. (3)

Die hydrostatische Beziehung lautet in differenzieller Schreib-
weise:

dp = —pgdz. (4)
Die ideale Gasgleichung fiir trockene Luft lautet:
p
=, 5
P=TT ©)

Weiters ist aus der Thermodynamik fir ein ideales Gas der
Zusammenhang zwischen den massenspezifischen Wirmen bei
konstantem Volumen c, und konstantem Druck ¢, bekannt:

(6)

IDie folgenden Beziehungen finden sich zB. in Hantel (2013), zumeist in
Kapitel 6.

2Alle Hohenangaben sind daher strenggenommen in geopotentiellen Ein-
heiten zu verstehen.

cp=cy+R.

2 Die totale potentielle Energie

Fiir die totale potentielle Energie einer Luftsiule zwischen den
Niveaus zy < z < z; gilt (Beweis siehe Abschnitte 3.1 und 3.2):

P:/ p(c,T+gz) dz =
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=(z1p1 — 2op0) +/ pcpTdz. (7)

20

Fiir die gesamte Luftsidule vom Boden py = p(z = 0) bis zum
Oberrand der Atmosphire p; = p(z; — o) = 0 gilt (Beweis
siehe Abschnitt 3.2):

P:/ pc,Tdz=H|. (8)
0

Die totale potentielle Energie gleicht somit der trockenen Ent-
halpie der gesamten Luftsidule vom Boden bis zum Oberrand
der Atmosphire.

3 Herleitungen

3.1 Die potentielle Energie

Fiir die potentielle Energie zwischen zwei Niveaus z; und z;
gilt mit der hydrostatischen Beziehung (4) und der Trans-
formation der Integrationsgrenzen (Umkehrung des Vorzei-

chens):
z2 Po
@:/ pgzdz:/ zdp.
20 D1

Mittels partieller Integration fdg = d(fg) — gdf lésst sich
das Integral unter neuerlicher Transformation der Integrati-
onsgrenzen umwandeln in:

o
Il

I+ / pdz )

0

(ZOPO - lel) +/ de .

3Die Annahme, dass die Integration vom Boden bei zyp = 0 beginnt, kann
ohne Anderung des Endergebnisses gelockert werden, wenn man die In-
tegrationsvariable z durch z’ = z — z, zp # 0 mit z’(z0) = 0 ersetzt. Es
kommt nur zu einer Verschiebung des Nullpunktes.



Setzt man die ideale Gasgleichung p = RpT fiir den
Druck im Integranden ein, dann erhélt man:
zZ1
@ = (20po — z1p1) +/ pRTdz. (10)
z

3.2 Die totale potentielle Energie

Addiert man die Beziehung (2) fiir die innere Energie zu Glei-
chung (10) fiir die potentielle Energie und verwendet die Re-
lation (6) ¢, = R + ¢,, folgt unmittelbar die Gleichung (7) fiir
die totale potentielle Energie:

pP= (ZoPo—21P1)+/ pcpTdz.
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Wie lautet nun der Grenzwert von Gl. (7) fiir zo — 0 und
z; — 09, also die totale potentielle Energie einer Luftsdule vom
Boden bis zum Oberrand der Atmosphare?

Der erste Term in der Klammer verschwindet, weil pq
endlich ist und zy = 0. Problematischer ist der zweite Term. In
den meisten Lehrbiichern wird hier nur lakonisch festgestellt,
dass am Oberrand der Atmosphire der Druck gleich null ist
und der Ausdruck deshalb verschwindet?, z.B. in Hantel (2013,
S.393), aber auch in Dutton (1976), Pichler (1997) , Lange (2002)
und Zdunkowski und Bott (2004). Allerdings ist fiir z gegen
unendlich das Produkt pz zunichst unbestimmt. Somit ist ei-
ne genauere Rechnung erforderlich.

Der im Rahmen der Voraussetzungen exakte Beweis fiir
Zh—{g’ (zp) = 0 verwendet die Regel von Bernoulli - L’Hospital

(Bronstein u. a. 2008, Seite 56 f.), die besagt, dass der Grenzwert
des Quotienten zweier Funktionen gleich ist dem Grenzwert
des Quotienten der ersten Ableitung dieser Funktionen (falls
dieser Grenzwert existiert):

. flz) .
lim e =lim

df/dz
dg/dz -

(11)

Unter Verwendung der hydrostatischen Relation (4) so-
wie der Gasgleicheichung (5) und unter Beriicksichtigung der
Umstédnde, dass der Druck am Oberrand der Atmosphére ver-
schwindet (p = 0) und die Temperatur da jedenfalls positiv
definit ist (0 < Too < o0), folgt mit der Regel (11):

dz
. — lim 2 = lim —%_ =
Jm (ep) = lim =5 = lim goy =
dz
1 2
= 111’1’1 dp = llm p_ =
zZ—00 -2 z—00
—p2 P9
RTp? R
= lim —2 = lim —Tp=0,
z—0  pg zoe g
womit
zp| 21:0 =0

bewiesen ist.
Damit folgt fuir die totale potentieller Energie der Luft-
sdule vom Boden bis zum Oberrand der Atmosphére:

P=/ pcp,Tdz. (12)
0

4Intuitiv ist die Behauptung nachvollziehbar, wenn man davon ausgeht, dass
im Weltraum der Luftdruck schon in endlicher Hohe tiber der Erdoberfla-
che verschwindet.
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Abbildung 1: Verschiedene Energieformen fiir eine Luftsiule
wachsender Hohe. Die Atmosphére bestehe aus
einem idealen Gas, sei isotherm und im Schwe-
refeld der Erde hydrostatisch (Temperatur 270 K,
Bodendruck 1013,25 hPa).

4 Einfaches Beispiel zur
Veranschaulichung

Um eine Gefiihl fiir die Groflenordnungen und das Verhalt-
nis der unterschiedlichen Gréflen @, U,H und (P — H) zu
bekommen, mag als Modell eine isotherme Atmosphére mit
T = 270 K sowie dem Bodenluftdruck py = 1013, 25 hPa genii-
gen (siehe Abb. 1).

Fiir die numerische Integration wurden folgende Druck-
und Luftdichtebeziehungen verwendet:

p(z) = poexp (—%)

mit po = po/(RT).

Die jeweiligen Grofien sind beginnend vom Boden zy = 0
in Abhéngigkeit von der oberen Integrationsgrenze z zu ver-
stehen. Daran erkennt man, dass zum Oberrand der Atmo-
sphére hin fiir sehr grof3e z die totale potentielle Energie P mit
der Enthalpie H zusammenfallt. Fiir endliche Hohen gilt H > P
und der Differenzbetrag P — H ist wie erwartet identisch mit
Zopo — zp = —zp . Die GréBenordnungen der Energiewerte lie-
gen im Bereich von Gigajoule pro Quadratmeter. Gut zu sehen
ist auch, dass zp fiir grofie Hohen gegen Null strebt, dass al-
so der Druck mit der Hohe ,rascher” gegen Null geht als die
Hohe gegen unendlich.’

SEine einfache Abschitzung zeigt, dass die kinetische Energie pro Volumen-
einheit sehr viel niedriger ist als die potentielle Energie. Wenn ps die mitt-
lere Luftdichte, Hy die vertikale Skalenhohe der Dichte, U = 20 eine typi-
sche horizontale Windgeschwindigkeit, Ts ~ 250 eine typische atmosphé-
rische Temperatur und ¢, ~ 1000 die spezifische Wéarme bei konstantem
Druck ist (alle Gré8en in SI-Einheiten), dann erhalt man:

ma, E _ (Uz/z) psHs _
VP~ cpTspsHs

Somit kann man bei der Betrachtung von absoluten Gréfien die kinetische
Energie vernachldssigen. Nicht vernachlassigen kann man die kinetische



Symbole
P
¢
®
¢p = 1005]/(kgK)

Co = 718.]/(kgK)

g = 9.80665 m/s?

Luftdichte

potentielle Energie pro Volumeneinheit
potentielle Energie der Luftsiule pro
Flacheneinheit

spezifische Warme von Luft bei
konstantem Druck

spezifische Warm von Luft bei konstanten
Volumen

vertikal konstante Schwerebeschleunigung
Enthalpie der Luftsaule pro Flicheneinheit

Luftdruck

Totale potentielle Energie der Luftsaule
pro Flacheneinheit

R =287]/(kgK) Gaskonstante von Luft

T Temperatur
u

U

S T

innere Energie pro Volumeneinheit
innere Energie der Luftsaule pro

Flacheneinheit
z Vertikalkoordinate (in geopotentiellen
Einheiten)
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Energie dann, wenn es um Energiefliisse zwischen den einzelnen Energie-
formen geht, wie sie in der Energetik der Atmosphére mit dem Konzept
der available potential energy im Fokus stehen.



